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RESUME. On donne un critere optimal d'annulation de la torsion en cohomologie L p pour 
les varietes riemanniennes a courbure sectionnelle negative pincee. II en resulte que certains 
espaces homogenes a courbure negative ne sont pas quasiisometriques a des varietes plus 
pincees qu'eux. 

ABSTRACT. A sharp vanishing theorem for the LP cohomology torsion of Riemannian ma- 
nifolds with pinched negative curvature is given. It follows that certain negatively curved 
homogeneous spaces cannot be quasiisometric to better pinched manifolds. 

1 Introduction 

1.1 Motivation : un probleme de pincement 

D'un theoreme de M. Berger et W. Klingenberg, [Be| . il resulte que si V est un espace symetrique 
de rang un de type compact a courbure non constante (i.e. un espace projectif complexe CP" 1 , 
m > 2, un espace projectif quaternionien HP'™, m > 2, ou le plan projectif des octaves de Cayley 
CaP 2 ), V n'admet pas de metrique a courbure comprise entre S et 1 si 5 > \. 

On se pose un probleme analogue en courbure negative. Si — 1 < 8 < 0, on dit qu'une variete 
riemannienne est S-pincee s'il existe a > tel que sa courbure soit comprise entre —a et 5a. 

Par exemple, l'espace hyperbolique reel est — 1-pince. Les espaces symetriques de rang un de 
type non compact a courbure non constante sont — ^-pinces. II s'agit des espaces hyperboliques 
complexes CH m , m > 2, des espaces hyperboliques quaternioniens HP™, m > 2, et du plan 
hyperbolique des octaves de Cayley CaP 2 . 

Le probleme du pincement optimal consiste a determiner quel est le meilleur pincement pos- 
sible pour une metrique sur une variete donnee. Pour les varietes simplement connexes (et done 
diffeomorphes a l'espace hyperbolique reel), il convient de se restreindre a des metriques com- 
parables a une metrique de reference, par exemple, qui lui sont quasiisometriques. On rappelle 
que deux varietes riemanniennes M et N sont dites quasiisometriques s'il existe une application 
/ : M N et des constantes C et L telles que l'image de / soit C-dense dans N et pour tous 
points x, y G M, 

-C + j < d(f(x),f(y)) < Ld(x, y) + C. 

Question. Soit M une variete riemannienne S-pincee. Existe-t'il une variete riemannienne N 
quasiisometrique a M et 5' -pincee avec 6' < 6 ? 

Dans cet article, on determine le pincement optimal pour des families d'espaces homogenes 
riemanniens. Voici un exemple. Soit le produit semi-direct de R 3 par R defini par le 
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groupe a un paramctrc d'automorphismes dc R 3 cngendre par la matrice 




La metrique riemannienne qui en coordonnees exponentielles t (sur le facteur R), x, y et z (sur le 
facteur R 3 ) s'ecrit 

ds 2 = dt 2 + e 2t (dx 2 + dy 2 ) + e 4t dz 2 

est invariante a gauche. On verifie aisement (voir par exemple [He]) que cette metrique est —\- 
pincee. 



Theoreme 1 Soit 5 < — \. Aucune variete riemannienne S-pincee n'est quasiisometrique a G 



2.4. 



La preuve utilise la torsion en cohomologie L p . C'est un espace vectoriel, note T 2,P (M), defini 
pour p > 1. Pour une variete simplement connexe a courbure negative, le nombrc 

T(M) = mf{p > 1 ; T 2 ' P (M) ^ 0} 

est un invariant de quasiisometrie. Un theoreme de comparaison (theoreme A) entraine que si 
dimAf = 4 ct si M est (5-pincee, alors T{M) > 1 + 2^/—5. Un calcul direct (theoreme B) montre 
que pour le produit semi-direct G 2 4 _a , la torsion T 2 p est non nulle pour 2 < p < 4, d'ou 

T(G 2i4> _i)=2. 

La minoration du pinccment s'en deduit immediatement. 



1.2 Un probleme ouvert 

A ma connaissance, le probleme du pincement optimal pour les espaces symetriques — ™-pinces 
est toujours ouvert. Pourtant, le plan hyperbolique complexe CH 2 est infiniment voisin de G 2 4 _a ■ 
II peut-etre vu comme un groupe de Lie resoluble muni d'une metrique invariante a gauche. Ce 
groupe est le produit semi-direct du groupe de Heisenberg Heis par R engendre par la derivation 

/l 0\ 
de matrice 1 1. Toutefois 

\0 2/ 

T(CH 2 ) = 4, 

si bien que le theoreme de comparaison ne donne pas de borne optimale pour le pincement des 
varietes riemanniennes N quasiisometriques au plan hyperbolique complexe. II y a done une limi- 
tation essentielle dans la methode. 

Le probleme restreint ou Ton suppose que la variete inconnue N revet une variete riemannienne 
compacte a ete resolu par M. Ville [V] en dimension 4, par L. Hernandez |Hzj . S.T. Yau et F. Zheng, 
|YZj pour les espaces hyperboliques complexes, par N. Mok, Y.T. Siu et S.K. Yeung [MSY , J. Jost 
et S.T. Yau |JY| pour les autres espaces symetriques de rang 1. 



1.3 Cohomologie LP 

Soit M une variete riemannienne. Soit p > 1 un reel. On note L P Q,*(M) l'espace de Banach 
des formes differentielles LP et fi*' p (M) = LP n d~ x LP l'espace des formes differentielles L' p dont 
la differentielle exterieure est aussi LP. La cohomologie du complexe (fi*' p (M), d) s'appelle la 
cohomologie LP de M . Elle est interessante surtout si M est non compacte. 

Par dehnition, la cohomologie LP est invariante par diffeomorphisme bilipschitzien. Dans la 
classe des varietes simplement connexes a courbure negative ou nulle, c'est un invariant de quasii- 
sometrie (cf. |G2] ). 
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En toute generality, la cohomologie LP se decompose en cohomologic reduite et torsion 

-> T*- p -> H*' p -> R*> p -> 0, 



oil la cohomologie reduite est R* p — kerd/imd et la torsion est T* ,p — imd/im<i. La cohomologie 
k 

reduite (parfois notee H, p *,) est un espace de Banach sur lequel les isometries de M agissent 
isometriquement. La torsion est non separee. 

Par exemple, la cohomologie L p de la droite reelle est entierement de torsion. La cohomologie L p 
du plan hyperbolique est entierement reduite. Neanmoins, cohomologie reduite et torsion coexistent 
souvent. 

1.4 Pincement de la courbure 

En degres k > 1, la cohomologie L p est liee de facpn optimale au pincement de la courbure. 

Theoreme A. Soient 5 €] — 1,0[ un reel, n et k — 2,...,n des entiers. Notons q(n, 6, k) = 
n — k — 1 / — r 

1+ . * v ~ 6 ;,, 

Soit M une variete riemannienne complete de dimension n, simplement connexe, dont la cour- 
bure sectionnelle K satisfait —1 < K < S. Alors 

T k - p {M) = 0, i.e. H k ' p (M) est separe pour 1< p < q(n, S, k - 1). 

H k ' p (M) = pour l<p<q(n,5,k). 



Ce resultat, annonce dans |Plj . est un raffinement de celui de H. Donnelly et F. Xavier, [DXj . 
concernant l'annulation de la cohomologie L 2 reduite. La condition d'annulation de la torsion est 



optimale. D'abord, pour l'espace hyperbolique (5 = —1) en tout degre, voir en 29 Mais il y a 
d'autres exemples. Soient n et // des entiers tels que 2 < \i < n — 1 et 5 e] — 1, 0[. Soit G^nj le 
produit semi-direct G = Rx a R™ _1 ou a est une matrice diagonale avec seulement deux valeurs 
propres distinctes 1 et \/—6 < 1 de multiplicites fj, — 1 et n — /j,. Alors le groupe de Lie G^. n ^ 
possede une metrique riemannienne invariante a gauche 5-pincee. 

Theoreme B. Soient n et k = 2, . . . , n — 1 des entiers. 

n — 1 

1. Pour l'espace hyperbolique reel, T k ' p (RH n ) ^ si et seulement si p = . 

k 1 

2. Soient S g] — 1, 0[ un reel. Si k = fi et 

1 + (n - 1- k)V^S 



q(n, S, k — 1) < p < 1 



k - 2 + V-S 



alors T k ' p (G \i,n,s) ^ 0, i.e. H k,p (G fltTl} s) n'est pas separe. 

Par consequent, pour tout fi = 2, • • • , n — 1, G^^n^s n'est pas quasiisometrique a une variete 
5' -pincee avec <5' < 5. 

Ce resultat, qui elabore sur |KSj . a ete annonce dans |P3j . 

1.5 Cas des espaces symetriques de rang un 

Les espaces symetriques de rang 1 de type non compact a courbure non constante sont —1/4- 
pinces. Alors que ce sont de bons candidats pour tester l'optimalite du theoreme A, (la preuve 
ne comporte aucune perte quand on l'applique a ces espaces pour les valeurs adequates de k), le 
calcul revele que leur cohomologie L p reste separee au-dela des intervalles donnes par le theoreme 
A. Cela resulte de la non commutativite de leur unipotent maximal, voir |P2j . 
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1.6 Methode 



Une variete riemannienne M a courbure sectionncllc negative ressemble a un produit. En effet, 
le not 4>t de l'oppose du gradient d'une fonction de Busemann b realise un diffeomorphisme de M 
sur H x R, ou H = 6 _1 (0) est une horosphere. Par exemple, pour l'espace homogene G 2 ,4,-i (resp. 
le plan hyperbolique complexe CH 2 ), b(t) = —t, H = R 3 (resp. H = groupe d'Heisenberg). Les 
orbites du not <f> t sont des geodesiques asymptotes en +00, i.e. aboutissant en un meme point a 
l'infini, en provenance de tous les autres points a l'infini (voir figure). 




On montre que si la courbure est suffisamment pincee (i.e., sous les hypotheses du theoreme 
A), toute k- forme fermee L p lu possede une valeur au bord 

w oo = hm 4>* t ui. 

t— > +00 

De plus, ui est la differentielle d'une forme L p si et seulement si Woo = 0. Par consequent, l'appli- 
cation valeur au bord induit une injection de H k ' p dans un espace separe, done H k,p est separe. 

Inversement, pour les espaces homogenes Gk, n ,5, on construit explicitement des classes de coho- 
mologie non nulles, en utilisant la structure de produit semi-direct. II faut se mefier de la formule 
de Kiinneth, qui n'est pas vraie en presence de torsion, meme pour les produits directs. Apres des 
preliminaires (dualite de Poincare, annulation de la cohomologie LP reduite des groupes abeliens), 
on introduit et on construit des classes de torsion non nulles particulieres, dites robustes, qui restent 
non nulles apres produit cartesien. La nature semi-directe du produit Gk jU ,s = R™ -1 x a R exige 
la construction de classes robustes adaptees a la graduation de Palgebre exterieure de R™ _1 par 
les espaces propres de la derivation a. Puis on effectue le produit cartesien de ces classes avec des 
classes de cohomologie a support compact de R. On obtient ainsi un intervalle ouvert de valeurs 
de p pour lesquelles T k ' p (Gk, n ,s) 7^ 0. Pour l'espace hyperbolique reel, il y a exactement une valeur 
de p en chaque degre > 1 pour laquelle T k,p (R,H n ) ^ 0. On le montre en effectuant le produit 
cartesien d'une classe de torsion robuste de R avec une classe de cohomologie a support compact 
de R"- 1 . 

1.7 Remerciements 

Je tiens a remercier D. Rugina pour les nombreuses conversations que nous avons eues autour 
de la cohomologie L p , V. Goldshtein et M. Troyanov, pour leurs marques d'interet et leur manuscrit 
|GT] qui a ete une source d'inspiration. 

2 Annulation de la torsion 

2.1 Fonctions de Busemann 

Soit M une variete riemannienne simplement connexe a courbure sectionnelle negative pincee. 
On se donne une fonction de Busemann b. C'est une fonction, obtenue comme limite de distances 
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a des points, qui possede les proprietes suivantes. 

1. b est lisse, son gradient est partout de normc 1. 

2. Les lignes de gradient de b sont des geodesiques convergeant en +oo vers un mcme point du 
bord a l'infini de M. 

3. Les proprietes de contraction du flot (fit de — V6 sont controlees par la courbure sectionncllc. 
Exemple 1 Cas de I'espace hyperbolique reel. 

Dans cc cas, tout plan totalement geodesique contenant une ligne de gradient de b est stable par <pf 
Orthogonalement a ses orbites, (fit est une homothetie de rapport e - * : ((fit)* (g — b 2 ) = e~ 2t (g — b 2 ). 
Autrement dit, (fi t contracte de la meme fagon dans toutes les directions autour d'une orbite. <fi t 
multiplie les volumes par le facteur e^" -1 '*, oiin = dimM. Si lj est une fc-forme differentielle sur 
M, elle se decompose uniquement en lj = ji + 7 A db de sorte que = 0, 4^7 = 0. Alors 

\ffl\(x) = e fet |/3|(0 t (x)), \(fi* t7 \(x) = e^'NOM*))- 
La formule de changement de variables donne 

f \4>* t l3\ p = e {kp - n+1)t [ \/3\ p , [ |0* 7 | p = e ((fc-i)p-«+i)* f | 7 |p. 
Jm Jm Jm Jm 

Autrement dit, le not (fit contracte ou dilate exponcnticllement la norme LP des k- formes differentiellcs, 
transversalement a ses orbites, suivant que p est infcrieur ou supcrieur a . 

Exemple 2 Cas de I'espace hyperbolique complexe. 

Dans ce cas, toute ligne de gradient est contenue dans une droite complexe, totalement geodesique, 
de courbure sectionnelle — 1, stable par <fi t . Tangentiellement a cette droite, et orthogonalement a 
l'orbite, (fit est une homothetie de rapport e~*. Tout plan contenant £ mais orthogonal a la droite 
complexe, s'exponentie en une surface totalement geodesique a courbure sectionnelle — 1, stable par 
(fit, done, dans ces directions, <fi t est une homothetie de rapport e~*/ 2 . Par consequent, (fit multiplie 
les volumes par e~ mt , ou m = dim c M = |dimM. Si uj est une fc-forme differentielle sur M, elle 
se decompose uniquement en lj = f3 + 7 A db de sorte que L^fi — 0, l^j = 0, puis /3 se decompose a 
son tour en j3 = e + r\ A Jdb, ou J designe la structure complexe, et bj^e = 0, lj^tj = 0. Alors 

\cfi* t e\{x) = e kt / 2 \e\{cp t {x)), \(fi* tV \(x) = e^f 2 ^^)). 

Remarquer que \(fil-Jdb\ = e~ l . II s'ensuit que 

f \(fi* t e\ P = e ( fe P- 2m )*/2 f | e | P> f ^ A J db \P = e ((fc+l)p-2m)t/2 f \ vAjdb \P. 

Jm Jm Jm Jm 

Autrement dit, le flot (fit contracte (resp. dilate) exponentiellement la norme L p de toutes les fc- 
formes different ielles, transversalement a ses orbites, si p < j^j = ^ (resp. si p > 2 jr). Lorsque 
F?T < P < Tpj 1 & situation merite plus d'attention. 

2.2 Champs de vecteurs (/c,p)-contractants 

Les exemples ci-dessus suggcrcnt la definition suivantc. 

Definition 3 Soit M une variete riemannienne. Soit £ un champ de vecteurs complet sur M, soit 
(fit son flot. Soit p > 1 un reel, soit k un entier inferieur a la dimension de M . On dit que £ est 
(fc,p)-contractant si (fit diminue exponentiellement la norme LP des k-formes transversalement a 
£. Plus precisement, on note Jac{(fi t ) le jacobien de (fi t , et on demande qu'il existe des constantes 
C et i] > telles que, pour tout x e M et toute k-forme j3 G A k T*M telle que = 0, 

\(fi*tP\(x) Jac x (&) 1/P < C e-*\P\{M*)) 

pour tout t>0. 

On dit que £ est (fc,p)-dilatant si — £ est (k,p)-contractant. 
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Exemple 4 Cas des produits semi-directs G — H X a R. 

Ici, H est un groupe de Lie, a une derivation de l'algebre de Lie de H qui engendre un groupe a 
un parametre e ta d'automorphismes de H , et G — H x R muni de la multiplication 

{h,t)(h',t') = (he ta (h'),t + t'). 

On utilise le champ de vecteurs invariant a gauche £ = qui engendre Taction a droite du facteur 
R. Alors les formes differentielles annulees par s'identifient aux formes differentielles sur H 
dependant de t. Notons sp(a) l'ensemble des valeurs propres de a repetees autant de fois que leurs 
multiplicities. Le not (f>t agit sur les fc-formes transverses avec pour valeurs propres les nombres 
e~ tA , ou A decrit les sommes de k elements de sp(a). Par consequent, £ est (fc,p)-contractant si et 
seulement si les parties reelles de toutes ces sommes sont strictement superieures a - ^ . 

Proposition 5 Soit M une variete riemannienne complete de dimension n, simplement connexe, 
dont la courbure sectionnelle K satisfait —1<K<5<0. Soit £ un champ de vecteurs de 
Busemann. Si k = 0, • • • , n — 1 et si p > 1 satisfait 

i c 7 \ -, n — k — 1 , — r . , n — k — 1 

p<q(n, d, fc) = H : V-0, resp.p>l^ ), 

k ky/—6 

alors le champ £ est (k,p)-contractant (resp. (k,p)-dilatant). 



Preuve. Notons <j> t le dot de £. Ses trajectoires sont des geodesiques parcourues a vitesse 1. Soit 
x G M. La quantite a majorer est 

n(t,x) =p\og\\ (A fc d0 t )| Afce _L || - log det(d(j)t). 

Elle satisfait, pour tous s et t, n(t + s, x) = n(s, 4>t(x)) + n(t, x). 

Notons Tt le transport parallele de cf>t(%) a a; le long de la geodesique s H >• (j) a [x). Alors T t d$ t 
preserve l'hyperplan orthogonal a £(x). Notons J(t) sa matrice dans une base orthonormee de 
^(x)- 1 -, de sorte que n(t,x) = p log || A k J(t) \\ - log det( J (t)). 

Comme £ est un gradient, la matrice U(t) = J(t) _1 J'(i), seconde forme fondamcntale des 
hypersurfaces de niveau, est symetrique. Comme les colonnes de J sont des champs de Jacobi, la 
matrice U(t) satisfait l'equation de Riccati 

U' + U 2 + R = 



ou R est la matrice de l'operateur de courbure v h-> R(v,£)£. Classiquement (voir par exemple 
|BKj . |CEj ). on en tire une estimation des valeurs propres Ai, . . . , A ra _i de U, 

v^S < Ai < • • • < A n _i < 1. 

Comme J(0) = / est l'identite, J{t) = I + tU '(0) + o(f) done || A k J{t) \\ < 1+ \t\\\ V k U(0) \\ + o(t) 
ou T> k U designe l'extension de U comme derivation de l'algebre exterieure. On peut done majorer 
la derivee a droite 

p|| V k U(0) || -trU(O) 

n—1 n—1 

p( E A - E A ^ 

i=n—k i—1 

n—1 n—k—1 

(p-i)( E m- E A » 

i=n—k i—1 

k(p-l)-(n-k- l)v^6. 



< 
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En derivant l'equation n(t + s, x) — n(s, 4>t(%)) +n(t, x), on trouve que n'(t+, x) — n'(0+, <fit(x)) < 
k(p — 1) — (n — k — 1)\/—S pour tout t. En integrant, il vient pour tout t € R, 

|| (A k d<f> t ) lAk ^ f < e-^Jac^t), 

avec i] = (n—k— l)v— 5 — k(p — 1). Si i] > 0, i.e. si la courbure est suffisamment pincee, on conclut 
que £ est (fc,p)-contractant. 

Si on remplace ^ par — £, les valeurs propres de la seconde forme fondamentale sont remplacees 
par = —\ n -i qui satisfont 

-1 < Mi < • • • < Mn-i < -V—S- 
La nouvelle fonction n(t, x) — n(—t, x) satisfait 

n—1 n—1 

n'(0+) < P( /*<)-S^ 

i—n — k i—1 

n — 1 n — ife — 1 

= (p- !)( 

i—n—k i—1 

< k(p-l)(-V^6) + (n-k-l). 

II vient 

|| (A fc d0 t )|A^ f < e"'* Jac(^) 
avec r/ = fc(p — l)v— # — n + fc + 1. Si 77' > 0, on conclut que £ est (fe,p)-dilatant. q.e.d. 
Remarque 6 Cas limite. 

Si p = q(n, (5, fc), le not <p t diminue au sens large la norme L p des fc-formes transverses, au sens ou 

|| (A^ t )|A^ if < Jac(0t). 

Remarque 7 Cas d'egalite. 

Dans l'argument ci-dessus, les inegalites sont optimales dans le cas ou les valeurs propres ne 
prennent que deux valeurs. II est facile, a l'aide de [He], de faire la liste des espaces homogenes a 
courbure sectionnelle strictement negative pour lesquels les valeurs propres prennent exactement 
deux valeurs egales aux bornes de la courbure sectionnelle. En voici deux families particulieres. 

Exemple 8 Les espaces symetriques de rang un. 

La courbure sectionnelle varie entre —1 et —1/4. Les valeurs propres sont 1/2 (avec multiplicite 
2m — 2 pour l'espace hyperbolique complexe CH m , m > 2, 4m — 4 pour l'espace hyperbolique 
quaternionien HH m , m > 2, 8 pour le plan hyperbolique des octaves de Cayley Caff 2 ), et 1 avec 
multiplicite complementaire, soit respectivement 1, 3 et 7. 

Exemple 9 Une famille d 'espaces homogenes. 

Soient 1 < /x < n des entiers et 8 €] — 1,0[. Soit G^^g le produit semi-direct G — R" _1 x Q R 
ou a est une matrice diagonale avec seulement deux valeurs propres distinctes 1 et \f—8 < 1 de 
multiplicites [i — 1 et n — fx. La metrique invariante dt 2 + e 2t dx 2 + e 2t ^~^dy 2 (ou x regroupe les 
— 1 premieres coordonnees de R™ _1 et y les n — 11 suivantes) a une courbure sectionnelle comprise 
entre —1 et —6. 
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2.3 Valeur au bord 

Proposition 10 Soit M une variete riemannienne, soit £ un champ de vecteurs complet sur M, 
de flot 4> t ■ 

1. On suppose que £ est (k — l,p)-contractant et que sa norme est bornee. Alors toute k-forme 
fermee L p to possede une valeur au bord 

Woo = lim <\>%uj, 

et uj — Woo est la differentielle d'une forme L p . 

2. Si £ est (k — l,p)- et (k — 2,p)-contractant, et si uj = d/3 ou (3 e L p , alors uj^ = 0. 

3. Si £ est (k — l,p)- et {k 1 p)-contractant, alors w^, = 0. 
Par consequent, 

1. Si £ est (k - l,p)- et (k - 2,p)-contractant, T k - P (M) = 0. 

2. Si £ est (k - l,p)- et (k,p)-contractant, H k > p (M) = 0. 

Preuve. D'apres la formule de Cartan, la derivee de Lie L^uo — J^0j?u;| t=o est egale a 

C^uj = d{b£bS) + i^(duj). 
Supposons que duj = 0. En integrant l'identite j^.(f)* t uj — 4>* t C^uj, il vient 

<f>*ui — uj = I cj)* s C^ujds 
Jo 

= d( / (j)*t,£U) ds). 
Jo 

Si £ est borne, || l^uj \\ l „ < || £ \\ LOO \\ uj \\ Lp . Si de plus £ est (k — l,p)-contractant, il existe C et 
■q > tels que || <fi*i£cu \\ LP < C e ns \\ uj \\ Lp . Par consequent, l'integrale 

r+oo 

Buj = / 4 > s L i <jJ ds 
Jo 

converge dans L p . On note 

Woo = uj + dBuj 
= lim <b* t uj. 

II s'agit d'une limite au sens des distributions. Si la limite est nulle, alors uj = d{—Buj) au sens 
des distributions. Cela entraine que —Buj e fl k ~ 1 ' p (M ), et que sa differentielle est uj, done que la 
classe de cohomologie L p de uj est nulle. 

Si £ est de plus (k — 2,p)-contractant, on peut aussi definir un operateur B borne sur les formes 
L p de degre k — 1. Soit a une k — 1-forme L p telle que dp — uj. II vient 

cj>*p-p = f ftCtuds 
Jo 

= d(f fiiel3d8)+ f <P*MdP)ds, 
Jo Jo 

qui tend vers dB/3 + Buj quand t tend vers +oo. Mais comme £ est (fc,p)-contractant, tend 
vers 0. On trouve que P = —dB/3 — Buj, d'ou 

uj = dp = —dBuj = uj — ujoc, 
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d'ou Woo = 0. 

Cela prouve que dL p est exactement le noyau de l'application valeur au bord, de f2 fc ' p (M)nker d 
dans l'espace vectoriel topologique des formes differentielles sur M a coefficients distributions. Par 
consequent, il est ferine, done T k,p (M) = 0. 

Supposons que £ est (k — \,p)- et (fc,p)-contractant. Soit to une fc-forme fermee LP . On ecrit 
lo = (3 + db A 7 ou L^j3 — 0, l^j — 0. Alors fa (3 et faj tendent vers dans L p , done faco tend vers 
dans L p , done lOqo = 0, d'ou lo € cLL p . Cela prouve que H k,p {M) — 0. q.e.d. 

Remarque 11 _P/ws generalement, sous des hypotheses adequates, Voperateur B definit une ho- 
motopie du complexe fi*' p (M) sur un complexe de formes differentielles invariantes par le flot fa. 
Ce point de vue est developpe dans \GK3^ . \Pty . 



2.4 Preuve du theoreme A 

Soit M une variete riemannienne complete, simplement connexe, a courbure negative (5-pincee. 

Soit k < n = dimAf. Notons q(n, 5, k) = 1 H sZ—S. Remarquer que q(n,S,k) est une 

k 

fonction decroissante de k. 

D'apres la proposition [5j si p < q(n, 5, k — f), les champs de vecteurs de Busemann £ sont 



(k — l,p) et (k — 2,p)-contractants. La proposition fO s'applique, et T k ' p (M) = 0. De meme, si 
p < q(n, 8, k), £ est (k — l,p) et (fc,p)-contractant, done H k,p (M) = 0. 

II reste a traiter le cas limite p = q(n, 5, k). Dans ce cas, d'apres la remarque[6j 

|| (A k dfa) [Ak ^ f < Jac(fa). 

Soit K un compact de M. II existe une constante c = c(K) telle que les images (f> C j(K) pour 
j E Z soient deux a deux disjointes. Alors la suite || lo .(K)) es * dans £ P (Z), done tend vers 



0. L'inegalite 2.4 entraine que si lo est une fc-forme sur M annulee par t^, 

qui tend vers 0. Cela montre que la limite au sens des distributions to^ est nulle sur tout compact, 
done est nulle. On conclut que H k ' p (M) = aussi dans ce cas. q.e.d. 

Remarque 12 Cas des produits semi- directs G = H x a R. 

Dans le cas des groupes Gu <nt s, le theoreme A s'applique, et la torsion L p s'annule en degre /i pour 
tout p < 1 + q(n, 5, \i — I). 

Soit G — H x Q R un produit semi direct plus general. Notons Aj. < ■ • • < A n _i les parties reelles 
des valeurs propres de a repetees autant de fois que leur multiplicite. On suppose que Ai > 0. On 
utilise le champ de vecteurs invariant a gauche £ qui engendre Paction a droite du factcur R. Le 
champ — £ est (k — l,p)-contracta nt e t (k — 2,p)-contractant tant que p reste strictement inferieur 
tr ol 

La proposition 10 s'applique, et on conclut que la torsion L p s'annule. 



AH h A 



k-l 



3 Exemples ou la torsion est non nulle 

Ce seront des groupes de Lie, produits semi-directs de groupes abeliens par R. On construit 
des formes differentielles fermees explicites en utilisant la structure produit. Elles sont nulles en 
cohomologie reduite, parce que la cohomologie reduite d'un groupe nilpotent est nulle. Pour montrer 
qu'elles sont non nulles en torsion L p , on utilise la dualite de Poincare. 
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3.1 Dualite de Poincare 

Le lemme suivant est essentiellement du a V. Goldshtein et M. Troyanov, |GT| . 
Lemme 13 Soit M une variete riemannienne orientee complete de dimension n. Etant donne 

p > 1, on note p' I'exposant conjugue, i.e. tel que — | = 1. Soit uj une k-forme differ entielle 

P P 

fermee et LP sur M . Alors 

- uj est non nulle en cohomologie LP reduite si et seulement si il existe une n — k-forme fermee 
-ip £ LP' telle que J M uA^O. 

- uj est non nulle en cohomologie LP si et seulement si il existe une suite ipj de n — k-formes 
differ entielles LP telles que J m uj A ipj > 1 et \\ dipj \\ LP , tend vers 0. 

Preuve. Comme M est complete, pour toute n — 1-forme L 1 dont la differentielle est L 1 , on a 

duj = 0. 



i M 

Par consequent, si uj £ tt k >P(M) et ip £ fl n ~ 1 ~ k - p ' (M), 

ujAdiP = (-l) fe+1 f duuAip. 

M JM 

Si uj £ Vl k,p (M) est nulle en cohomologie LP reduite, alors il existe une suite f3j £ O fe ~ 1,p (M) 
telle que d(3j converge vers uj dans LP . Si ip £ tt n ~ 1 ~ k - p (M), il vient 



uj A ip = lim / df3j A ip = lim / f3j A dtp. 

Par consequent, pour toute forme fermee ip £ fl n ^ k ' p (M), J M uj A ip = 0. 

Inversement, si uj £ fl k ' p (M) n'est pas nulle en cohomologie reduite, alors, d'apres Hahn- 
Banach, il existe une forme lineaire continue L sur L p £l k (M) qui s'annule sur l'adherence de 
l'image d£l k ~ 1,p (M) mais pas sur uj. Par dualite de LP et LP , il existe une forme ip £ LP Vt n ~ k (M) 
telle que pour tout 7 £ L p fl k (M), L(j) — J M J A ip. Si ft est lisse et a support compact, on a 
= L{d0) = J M d(3 A ip, i.e. dip = au sens des distributions. On conclut que ip £ fl n ~ 1 ~ k ' p (M) 
est fermee et satisfait J M uj A ip 7^ 0. 

Si uj £ fl k ' p (M) est nulle en cohomologie L p , i.e. uj = dpi ou (3 £ J7 fe ~ 1:P (Af), alors pour tout 
iP £ Q n ~ 1 ~ k ' p> (M), 

f ^AV= / /3A^<||/3|| LP || #||^, 

JM JM 

done si || dipj \\ LP ' tend vers 0, il en est de meme de / uj A ipj. 

JM 

Inversement, soit uj £ f2 fe,p (M) une forme fermee. Si uj n'est pas nulle en cohomologie reduite, 
il existe une n — fc-forme fermee ip £ LP telle que J M uj A ip ^ 0. La suite stationnaire ipj — ip pour 
tout j convient. Supposons desormais que uj est nulle en cohomologie reduite. On definit une forme 
lineaire L sur dfl n ~ k > p ' (M) comme suit. Etant donne 7 £ dfl n ~ k ' p ' (M), on choisit ip £ fl n ~ k > p ' (M) 
tel que dtp = 7 et on pose £(7) = f M & A ip. Comme l'integrale de uj contre une forme fermee 
est toujours nulle, le resultat ne depend pas du choix de ip. Supposons qu'il n'existe pas de suite 
ipj £ il n ~ 1 ~ k ' p (M) telle que J M uj Aipj > 1 et || ipj || Li/ tend vers 0. Alors la forme lineaire L est 
continue pour la norme LP . Par Hahn-Banach, L se prolonge en une forme lineaire continue sur 
L p ft»-fc+i(M). Par dualite entre L p et LP , il existe une k — 1-forme pi £ LP telle que pour tout 
7 £ L p 'n n - k+1 {M), L( 7 ) = (-l) k J M (3 A 7. Si ip est lisse a support compact, 



/3Adijj = (-If / uj Aip 

M JM 

done dp] — uj au sens des distributions. Par consequent, f3 £ fl k ~ 1 ' p (M) et uj est nulle en cohomologie 
L p . q.e.d. 



10 



Corollaire 14 Soit M une variete riemannienne complete de dimension n. Soit p > 1 et p' = 
p/(p — 1). Alors 

R k ' p (M) R n - k >p' (M) = 0, T k ' p (M) = <S> T n - k+hp ' (M) = 0. 

Preuve. L'enonce sur la cohomologie reduite resulte immediatement du lemme [T3| 

Supposons que T n ~ k+1 - p (M) ~ 0. Montrons qu'il existe une constantc C telle que pour tout 
</, e n n ~ k 'P'(M), il existe 7 e fT- fe 'P'(M) telle que d 7 = # et || 7 || iP , < C|| dip \\ LP >. Par hy- 
pothese, dQ n - k ' p '(M) est ferme dans ^-fc+Lp' (M). L'operateur d induit d : n n ~ k ' p ' (M)/kcT d -> 
d£l n ~ k ' p (M). C'est une bijection continue entre espaces de Banach, done un isomorphisme. Notons 
d 1 son inverse, notons C la norme de cet operateur. Etant donnee une n— fc-forme to G tt n ~ k,p (M), 
soit ^ € VL n ~ k ' p (M) un representant de la classe d € fi"~ fe .p (M)/kerd de norme presque mi- 
nimum. Elle satisfait (presque) 

du! = d<ft et || 4> || Lp i < C || || LP / . 

Soit w € J7 fe,p (M) une forme fermee, nulle en cohomologie reduite. Alors 



U) A tp = / wA] 

M JM 

est controlee par || d?/; || iP ' . Par consequent, il n'existe pas de suite ipj de n — fc-formes differentielles 
L p telles que J M w Aipj > 1 et || dV'j || iP ' tende vers 0. On conclut que ui est nulle en cohomologie 
L p ' . q.e.d. 

Remarque. Plus generalement, R k ' p (M) est isomorphe au dual de R n ~ k 'P (M). On aimerait dire 
que T k ' p (M) = Ext{T n ~ k+1 ' p ' (M),R) dans une categorie adequate. 

3.2 Cohomologie reduite des groupes abeliens 

On va construire des classes de cohomologie L p non nulles. Pour montrer qu'elles appartiennent 
a la torsion, nous auront besoin, au cours d'un raisonnement, de savoir que la cohomologie reduite 
de R"" 1 est nulle. 

La remarque suivante apparait entre autres dans G2\. Elle s'appliquc notammcnt aux groupes 
de Lie nilpotents simplement connexes. 

Proposition 15 Soit G un groupe de Lie simplement connexe dont I'algebre de Lie a un centre 
non trivial. Alors la cohomologie L p reduite de G est nulle en tous degres. 

Preuve. Un vecteur non nul du centre donne un champ de vecteurs de Killing £ de longueur 
constante. La formule 

ft rt 

t ds 



t)*LO — LO = d I (<fi s )* i^uj ds + / (4> s y i-^dui ( 
Jo Jo 



montre que le hot de £ agit trivialement sur la cohomologie L p . Soit w une forme fermee L p non 
nulle en cohomologie reduite. II existe done une forme fermee L p tp telle que / ojAi/j 7^ 0. Comme 

J G 

le not 4> t est l'identite en cohomologie, 

/ (0 t )*u>AV= / oj Aip 
Jg Jg 

pour tout t. 

On utilise maintenant le fait que Paction de R sur G par le flot de £ est propre. Soit K un 
compact tel que la norme LP (resp. L p ) de w (resp. tp) dans G\K soit petite. Soit t tel que 4>t{K) 
soit disjoint de K. Alors 



G 



b t )*u;A tp < || uj || iP(GW) || tp \\ LP ' {G) + || ip \\ L p'(G\K)\\ w \\lp(G) 
est petit, contradiction, q.e.d. 
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3.3 Torsion des produits directs 

L'objectif est d'etudier la torsion L p des groupes de Lie G^^g. II s'agit de produits semi-directs. 
Une premiere etape consiste a comprendre les produits directs, ou plus generalement, les produits 
riemanniens. 

Soient Mi et M% deux varietes riemanniennes completes. On note iii : Mi x M 2 — > Mi les 
projections. Lorsqu'elle est vraie, la formule de Kiinneth enonce que le produit cartesien des formes 
diffcrentielles, 

(ai,a 2 ) 4«iXfl 2 = n* iai A 7T> 2 , tt*' p (Mi) ® Q*< P (M 2 ) -> fl*' p {Mi x M 2 ), 

induit un isomorphisme en cohomologie L p . Si la torsion T* ,p (Mi) est identiquement nulle, c'est 
vrai, voir [GKSJ. Mais si T*' P {M{) et T*' P (M 2 ) ne sont pas nulles, il en va autrement. 

Exemple 16 Pour p = 2, il existe des classes non nulles a, j3 G T ' (R) ie^es gite a x j3 = 
dans H 2 < 2 (R 2 ). 



Preuve. Soient a = a(x) dx une 1-forme L 2 et / une fonction L? sur R. L'equation df = a, 
en Fourier, s'ecrit 

mO = a(0- 

Par consequent, la classe de cohomologie L 2 de a est nulle si et seulement si £ — -J- est L 2 . 

Etant donnees des 1-formes L 2 a — a(x) dx, /3 = b(y) dy sur R et 1-forme L 2 7 = 7 x c?a; + 7 y dy 
sur R 2 , l'equation c?7 = a x (3 se traduit par 

»/) ~ W77s,(£, ??) = a(£)b(rj). 

On la resoud en prenant 



On choisit pour a = b une fonction paire, lisse, a support compact qui, au voisinage de 0, coincide 
avec I log(l/|£|)| -1 / 2 . Alors n'est pas dans L 2 (R), done les classes de cohomologie L 2 de a 

et (3 sont non nulles. En revanche, si on utilise les coordonnees polaires £ = pcos9 et rj = psm8, 
alors 

log(i) = log(-) + log(i-^r) > log(-), 
\Q p \cos0\ p 

d'ou 



1 , 1 



(£2+^2)2 



< |log( )|-i|]og(-^)|-V- a 

p cos p sm 

< |log(-)|- 2 p- 2 , 

p 

done % est dans L 2 (R 2 , d^drj), et il en est de meme de j y . On conclut que 7 € L 2 et d-f = a x /3, 
done 7 € fi 2 ' 2 (R 2 ), et la classe de a x f3 est nulle. q.e.d. 

Pour remedier a cette difficulte, on introduit une condition sur une classe de torsion L p , appelee 
robustesse, qui garantit qu'elle reste non nulle apres produit cartesien. 
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Soicnt Mi et M 2 deux varietes riemanniennes completes. Supposons que T* 1,p (Mi) 7^ et 
T k2 ' p {M 2 ) ^ 0. D'apres le lemme 



e[ j telles que 



13 



il existe des formes fermees LP e, sur Ms et des formes L 



p' 



e,; A e ■ = 1 et || de ■ ^ || , tende vers 0. 



La forme fermee L p w = ei A e 2 sur Mi x M2 est elle non nulle en cohomologie? Pour l'amrmer, il 
faudrait controler la norme de d(e' 1 ■ A e' 2 j), c'est-a-dire non seulement celles de de\ j et de' 2 j, mais 
aussi celles de e\ ■ et de e' 2 ■. On doit autoriser que || ^ || tende vers l'infini, mais moins vite que 
|| de' 2 j || ne tend vers 0. Ceci motive la definition suivante. 

Definition 17 Soit M une variete riemannienne complete de dimension n. On note H k ' p (M) le 
sous-ensemble de H k,p (M) forme des classes robustes, i.e. qui contiennent une forme uj ayant la 
propriete suivante. II existe une suite uij £ Q, n ~ k > p (M) telle que 



1. les integrales j uj A ujj ne tendent pas vers ; 

J M 

2. les normes || U)j \\ LP , tendent vers +00 polynomialement en j ; 

3. les normes \\ duij \\ Lp , tendent vers exponentiellement en j. 
Enfin, on note T^ P {M) = H^ P (M) n T k > p (M). 

Remarque 18 Cas ou p = 2. 

Des que la torsion I? est non nulle, il y a des classes robustes. II est possible que cela persiste 
pour tout p, mais je ne sais pas le montrer. J'en suis done reduit a construire a la main ces classes 
robustes. 



Proposition 19 Soient M\ et M 2 des varietes riemanniennes completes. Le produit cartesien de 
classes de torsion L p robustes de M\ et M 2 respectivement est une classe robuste ( et en particulier, 
non nulle) du produit riemannien Mi x M 2 . Si I'une des deux classes est de degre maximum, le 
resultat est plus precis : le produit cartesien est a nouveau une classe de torsion robuste. 



Preuve. Soient U\ £ f2 1,p {Mi) (resp. cu 2 € Vl k2 ' p (M 2 )) des formes fermees. Supposons qu'il 
existe des formes uj[ € fi ni-fcl ' p ' (Mi) (resp. lo 2 ■ g fl n2 ~ k2 ' p ' (M 2 )) comme dans la definition 
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Posons uj = A ~k 2 uj 2 et uj'j = 7T*Wij Att^u^j. Alors u) est fermee et IP et les formes w'- satistont 



aux hypotheses de la definition 17 done la classe de cohomologie de uj est dans H kl+k2 ' p (Mi x M 2 ). 

Supposons maintenant que k\ = n\ et que ui 2 est de torsion. Soit cj> une (n 2 — ^j-forme fermee 
LP sur Mi x M 2 . La restriction de a presque tout facteur {*} x M 2 est fermee et LP , done pour 
presque tout xi € Mi, 



II vient 



^2 A (!>\{ X1 } X M 2 = 0. 
M 2 



/ uj A<j) = uii A / w 2 Af 

Jm 1 xm 2 jm x Jm 2 



autrement dit, uj est de torsion, q.e.d. 



3.4 Torsion des groupes abeliens 

A titre d'application de la notion de classe robuste introduite au paragraphe precedent, mon- 
trons que la torsion LP de l'espace euclidien est non nulle en tout degre. 
Commengons par le cas de la droite reelle. 

Lemme 20 L'ensemble T^ ,P (R) est non vide. Plus precisement, il existe une 1- forme LP adt et 
une suite Uj de fonctions lisses a support compact sur R telles que 
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1. f R Ujadt ne tend pas vers 0; 

2. || Uj \\ LP i tend vers +oo polynomialement en j ; 

3. || u'j \\ LP , tend vers exponentiellement en j. 
On a de plus les proprietes suivantes : 

I \sa' (s)\ p ds <+oo; 

les fonctions a et —Uj sont decroissantes sur [1, +oo[; 
les fonctions a et Uj sont paires et s 'annulent au voisinage de ; 

II u j t en d vers exponentiellement en j ; 

pour tout e > 0, || s 1 ^ e u'j \\ Lp , et \\ s~ e Uj \\ LP , tendent vers exponentiellement. 

Preuve. Soit \ une fonction lissc et paire sur R, a support dans [—1, 1], qui vaut 1 au voisinage 
de 0. On pose 

a(x) = (1 — x{ x ))\ x V* (1°S \ x \)~ s i \ x \ — e -> 
a(x) = (1 — x(x))e _ p sinon. 
On definit une suite de fonctions Vj paires, decroissantes sur [0, +oo[ par 

Vj{x) = 2(1 — x(x))2e _ p T si |x| < e> , 

Vj(x) = 2j l^pp 7 (log | rzr | ) 1 si e 3 < \x\ < e 2j , 

vj{x) = e~^(e J + 1 - e- ] \x\) si e 2j < \x\ < e 2j (l + T 1 ), 
Vj(x) = sinon. 

Commc p > 1, a et sa derivee sont L p . De plus sa'(s) <~ — ^a(s) done J \sa'(s)\ p ds < +oo. Par 
construction, v'j est nulle sur [0, e J ], constante sur [e J , e 2j '(l+j -1 )]. Sur l'intervalle [e- 7 , e^l+j -1 )], 
est majoree par const.j s~ 1 ~ 1 ^ p (logs) -1 . On calcule 

^^(l+j- 1 ) 



re* re - re - (i-tj ) 

/ aVj=o(l), / au,- = 1, / av j =0(j~ 1 ), 

JO Jei Je 2 i 

rei re 2 * re^il+r 1 ) 

/ M P =2 P , / \ Vj \" =0(j), / N^OCj- 1 ), 

JO Jei Je 2 i 

0(f'e-i>'i), 







f Kl p ' = o, 


/ K-r' = < 


Jo 




re^d+r 1 ) 




/ 1^=0^- 


le " Vj) '/ e3 


Je 2 i 




r 23 , , ,. 


/■e^'Cl+j- 1 ) 




/ " £ 


lei 








f k 1 -Sl p ' = °. 


/ i- 1 -^* 


Jo 




/.e^l+j- 1 ) 






^.|f' = 0(/ 



f'- 1 e- 2ep ' j ). 

Je 2 i 

Une approximation Uj lisse et a support compact de Vj convient. q.e.d. 
Corollaire 21 T k > p (R n ) ^ pottr k = 1, . . . , n. 



14 



Preuve. Montrons d'abord que T 1,P (R™) est non vide. 

Dans R™, on note r la distance euclidienne a l'origine. Soit 9' = dx% A • • • f\dx n une in— l)-forme 
parallele. La forme dr A 6 etant homogene de degre 0, elle s'ecrit 

dr A 6' — h dx\ A • • ■ A dx n 



oil la fonction h est lisse en dehors de l'origine et homogene de degre 0. Elle n'est pas identiquement 
nulle. Par homogeneite, \h\ et r\dh\ sont bornees. 

Soicnt a et Uj les fonctions fournies par le lemme 20 On considere les formes diffcrcnticllcs 
uj = a{r n ) dr et uj'- — Uj{r n )h9' sur R". On verifie que 

r+oo 

|| u \\ LP = const.( / |a(r n )| , V n - 1 dr) 1 '? = const. || a \\ LP 
Jo 

est finie, que 

/ ujAu'j^ f h 2 f air^Ujir")^- 1 dr = C f au^ 
ne tend pas vers 0, et que 

|| wj || = const.( / lujCr^Kr- 1 dr) 1 '* - const. || Uj \\ LP , 
Jo 

tend vers +oo polynomialement. 
On calcule 



dui'j = nr^u'jir^hdr A & + Ui (r n ) fi/i A 0', 



et on majore 



puis 



r^u'jir^hW , < const. (/ \r n - 1 u' j (r n )\ p ' r"- 1 dr) 1 '* 

Jo 

= const. || ^-^(s) \\ Lpl , 



f+OO 

\\ Uj (r n )dh\\ LP , < const. (/ |r- 1 u i (r")| p V"- 1 dr) 1 / p ' 
= const. || s~ 1 ' n Uj{s) \\ LP >, 



qui tendent vers exponentiellement, d'apres le lemme 20 On conclut que lu est dans H 1 ' p ('R n ), 
done dans T D 1,?, (R™) puisque la cohomologie reduite est nulle. 

Pour avoir le cas general, il suffit d'appliquer suffisamment de fois la proposition 19 q.e.d. 



3.5 Graduation des formes differentielles sur les produits semi-directs 

A la difference du cas des produits directs, une metrique riemannienne invariante a gauche sur 
un produit semi-direct G = H x Q R croit exponentiellement, avec des exposants diffcrcnts suivant 
les directions, determines par les valeurs propres de la derivation a. Ceci affecte les proprietes de 
contraction du champ de vecteurs invariant a droite £ qui engendre Taction a gauche du factcur R 
sur G. On a vu en section [2] comment utiliser le hot de ce champ de vecteurs - et ses proprietes de 
contraction de la norme LP de formes diffcrcnticllcs - pour montrer que la torsion LP est nulle. Les 
memes proprietes vont evidemment jouer un role dans la construction de classes de torsion non 
nulles. 

Definition 22 Soit G — H x a R un produit semi-direct de groupes de Lie, soit W Valgebre de Lie 
de H . Soit p > 1 un reel, soit k < dimG un entier. 
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1. On decompose 

A k H* = A^eAgeA^, 

ou A^_ (resp. A§ ; resp. A_) est la somme des espaces caracteristiques de A k a T relatifs aux 
valeurs propres de parties reelles superieures (resp. egales, resp. inferieures) a ^p. 

2. On dit que p est critique en degre k pour G si est la partie reelle d'une valeur propre de 
I'endomorphisme A k a T de A W , autrement dit, si A§ 7^ 0. 

3. On note do, d± la differentielle exterieure composee avec le projecteur sur A k , A±. 

La decomposition dependant de p, on notera A™, rf+( p ) s'il est necessaire de specifier l'exposant. 



Remarque 23 Comparaison avec la definition^ 

Le champ £ est (&,p)-contractant si et seulement si A* , ^ = A k ^ = 0, (fc,p)-dilatant si et seulement 
si A*/p% = Ag, , — 0. Dans ce cas, d'apres la section pi la torsion a des chances d'etre nulle. Pour 
construire des classes de torsion, on va done exploiter le fait que A^ , ■. et A_, p ^ sont simultanement 
non nuls. 



3.6 Critere de non-nullite de la torsion 



On s'inspire de la discussion des produits directs (paragraphe 3.3 ). Lorsqu'on passe aux produits 
semi-directs G — H x a R et qu'on s'interesse a un exposant p non critique, on utilise seulement le 
fait que la cohomologie a support compact de la droite reelle est non nulle. D'une ccrtainc fagon, 
l'operateur c? + remplace l'operateur d sur l'autre facteur. 

Proposition 24 Soit G = H x Q R un produit semi-direct. Soit p > 1. Soit e une k — l-forme 
fermee L p sur H. On suppose qu'il existe une suite de formes e'j E Vl n ~ k ~ 1,p (H) telle que 

1. les integrates / eAd +( y)e^ ne tendent pas vers 0; 

JH 

2. la suite nij = \\ de'j \\ , tend vers +00 polynomialement; 

3. la suite nj = \\ dd + ( p ^e'j || , tend vers exponentiellement. 
Alors H k *(G) ^ 0. Si de plus H est nilpotent, alors T k > p (G) ^ 0. 



Preuve. Notons 7r : G — >• H la projection dont les fibres sont les orbites de Faction a droite du 
facteur R. Soit x une fonction lisse sur R telle que x = au voisinage de — 00 et x — 1 a u voisinage 
de +00. On note Xs '■ 1 1-^ x(t + s). 
Posons 

uj = dx A 7r*e, 

La forme fermee uj represente le produit cartesien du generateur de la cohomologie a support 
compact H^(R) et de la classe [e] e T k ~ 1 ' p (H) (qui est non nulle, en vertu des hypotheses 1 et 



formes-test ujj definies comme suit 



3). Pour montrer que sa classe de cohomologie L p est non nulle, on utilise la dualite 13 avec les 

lme suit. 

i>j = Xi^d+e', + (1 - xi)7r*d_e'- + dxi A e' 



et 



011 Sj est un reel positif. Autrement dit, oj'j est une troncature (destinee a rendre sa differentielle 
L p ) d'une forme ipj qui est L p , mais dont la differentielle ne l'est pas. 
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Alors 



io A u'j = 



dx A e A ipj 

Xidx / eAd+e'j- I (1 - Xi)dx I eAeLe' 



R 



H 



H 



R 



J 1 / 



A cL 



ne tend pas vers 0. Comme dtpj = ir*dd+e'j, 

|| X.i(l-X-.j)#j || LP , (G) 



< e^7 



D'autre part, 



< 



||d(x s ,(l-X- s ,))A^ ||^ (G) 
II A ^ ||^ (G) + || d(l - X-sj) A ^ ||£, (G) 

const.oi (0 S3 )*d +e ;. ||^ (K) + || o^rd-ej 

const.e-^(|| d+e ;.||^ (H) + || d _ e ;.||^ (H) ) 



< const. e -^^||de;-|r LP , (H) . 



II vient 



3 <<Lp'(G) 



< C(e^ nj +e- r > s im j ). 



Posons Sj = — — — log(r]mj / firij) . Avec ce choix, 

||<mi L „ <C"m^ + "n;' /A1+ ", 

qui tend vers lorsque j tend vers +oo. Le lemme [13] entraine alors que uj est non nulle dans 
H k >P(G). 

Soit uj' une n — k- forme fermee LP sur G. Ecrivons uj' = /3' t + dt A 7^. Alors est une forme 
fermee su r qui est dans L p pour presque tout ( £ R. Supposons H unimodulaire. D'apres le 
la cohomologie reduite R k ~ l p (H) est nulle. Par consequent, pour toute k — 1-forme 



theoreme 
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fermee LP e sur H, f H e A (3' t = 0. II vient 

G?xA7r*eAu/ 



R 



x'{t)dt / eA^=Q. 



if 



Ceci prouve que uj = dx A ir*e est dans T k ' p (G), et done que T fe ' p (G) 7^ 0. q.e.d. 
Remarque 25 Double valeur au bord. 

Notons £ le champ de vecteurs invariant a gauche qui engendre Taction a droite du facteur R. Si on 
transporte ipj par son fiot, on trouve des limites distinctes, respectivement d + e'j quand t tend vers 
+00 et d—e'j quand t tend vers — 00. Cela illustre le fait que, bien que £ ne soit ni (fc,p)-contractant, 
ni (fc,p)-dilatant, on peut definir deux valeurs au bord. Ce point de vue est developpe dans |P2j . 

3.7 Construction explicite de classes de cohomologie L p 

Avant de se lancer dans le cas general, traitons un exemple. 
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Exemple 26 T 3 *(G 2A _i) ^ si § <p < 2. 



Preuve. Ici, = R 3 avec les coordonnees x, y, z, et une matrice a diagonale, de valeurs propres 
1, 1 et 2. Lorsque | < p < 2, l'exposant conjugue p' satisfait 2 < p' < 4, d'ou 2 < ^ < 3. Sur les 
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avec des 



1-formes, A^,^ est engendre par dz, A^, ,% par da; et dy. On va appliquer le lemme 
fonctions a support compact e'j qui ne dependent que de la distance r a l'origine, et une 2-forme 
fermee e € dA_, de la forme e = d(f/3) oil / est une fonction de r et /3 une 1-forme homogene de 
degre 1. 

Comme e = f'{r)j3 + f(r)d/3, et comme d/3 est homogene de degre 0, \dj3\ est homogene de 
degre —1, d'ou 

|| de \\ LP < const.(|| f(r) || LP(R3) + || r" 1 /'^) IL, (R3) ) 

/•+00 /- + 00 

< const.((/ l/'MpY 2 *-) 1 /^/ |r- 1 /(r)| p r 2 dr) 1/p )). 



Notons = Wj(r 2 ). Alors 

de^ = u^.(r 2 )d(r 2 ) = 2w' J (r 2 )(x dx + y dy + z dz), 

d+e'j = 2w' j (r 2 )zdz, 

dd+e'j = Aw'' (r 2 ){x dx + y dy + z dz) A z dz, 



d'ou 



rrij = || de' |L, = const. ( / |rV.(r 2 )|V dr) 1 ^, 



(I 



= || dd+e'j || , = const.( / |r 2 ^'(r 2 )| p r 2 dr) 1 ^ 
Jo 



Le plus delicat a controler est l'integrale Ij = J R3 e A d+e'j. Comme e'j est a support compact, 
la formulc de Stokes s'applique, et 

Ij = ( fPAdd+e'j. 

Choisir /3 invariante par rotations (autour de l'origine, ou meme seulement autour de l'axe Oz) 
est impossible, car dr A dd+e'j — (xdx + ydy) A dd+e'j = 0. II faut done casser la symetrie, e'est 
pourquoi on choisit /3 proportionnelle a dy. On calcule 

dy A dd + e'j = — Aw"j(r 2 )xz dx A dy A dz 

= r 2 w" (r 2 )h(x,y, z) dx A dy A dz, 

ou h(x, y, z) = ~ 2 est une fonction homogene de degre 0. C'est cette fonction qui entre comme 
ingredient dans e : on prend /3 = hdy, d'ou e = d(f(r)hdy). 
Avec ce choix, il vient 

±7j = / e A d+e'j 

f(r)hdy A dd+e'j 
-4 / fh 2 r 2 w''(r 2 )dx A dy Adz 

/• r+oo 

-4( y fr 2 ) y /(r>;(r 2 )r 4 dr. 
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Reste a trouver / et Wj. Plutot que de construirc dcs fonctions adhoc, il sufEt de prendre 



,/(r) = ra(r 3 ), Wj (s) = - / fT 1 / 2 ^* 3 / 2 ) dt 



+00 



1*1 



ou a et Uj sont les fonctions obtenues au lemme 20 Les proprietes 4 a 8 de ce lemme sont la, pour 
garantir que rij tend vers exponentiellement, que rrij tend vers l'infini au plus polynomialement 
et qaelj ne tend pas vers (voir ci-dessous). q.e.d. 

Passons au cas general (un peu plus general que le theoreme B). 

Proposition 27 On considere un produit semi-direct G = H x Q R ou H = R n_1 est abelien. On 
note Ai < . . . < A n _i les parties reelles des valeurs propres de a. On note Wk = Ai + ■ ■ • + A^ et 

Wk — A„_i_fc + ■ ■ • + A n _i- Si Wk-i < — - — - < Wk-i et si p est non critique en degre k — 1, alors 

P 

T k 'P{G) ^ 0. 



Preuve. Les inegalites iffc-i < w n -x/p < Wk-i entrainent que w n _k < w n -\/p' < W n ^k- 
Etant donne I C {1, . . . , n — 1}, on note Xj — ^2 ieI K- Considerons, parmi les parties / a n — k 
elements de {1, . . . ,n — 1} tcllcs que A/ > w n -i/p', celle, notee Iq, pour laquelle A/ est minimum. 
Notons i m le plus petit indice qui n'est pas dans Iq et iu le plus grand element de Iq. Comme 
A/ > Wn-i/p' > w n -k, i m < n - k et A; m < X iM . Posons h = (I U {i m }) \ {in}- Alors A 7l < A/ 
done par definition de Iq, X] 1 < w n -i/p' '. Comme p est non critique en degre k — 1, p' est non 
critique en degre n— fc, done w n -i—p'Xj 7^ pour tout ensemble / a n—k elements. Par consequent, 
X Il < w n -i/p'. 

Soit 9' € A n_fc_1 'H* un vecteur propre de A n ~ k ~ 1 a relatif a une valeur propre de partie reelle 
fi' = Aj — Xi M , et soient 77 et 7/ € H* des vecteurs propres relatifs a des valeurs propres de parties 
reelles Xi m et A* M respectivement. Alors (7/ A 9') + ( p ,) = r( A 9' mais (77 A #')+(p') = done 

(V + rf) A ((ry + 77') A 0')+( P ') = r, A rf A & 

est non nul. 11 existe done 9 e A k ^ 2 K* tel que 9 A (77 + 77') A ((77 + 77') A 6»')+( P <) ^ 0. 
Soient a et Uj les fonctions fournies par le lemme 20 Posons, pour s > 0, 

73,( S )= S - 1 /2 Uj(s (n-l)/ 2) . 

Notons Wj la fonction a support compact sur [0, +00 [ dont la derivee est Vj. Dans H — R n_1 , on 
note r la distance euclidienne a l'origine. On definit des fonctions / = ra(r n_1 ) et gj — Wj(r 2 ) sur 
H. Par construction, dgj = 2uj(r n ~ 1 ) dr. 

On considere les formes different ielles e'j = gft sur H. On a de'j = w'j(r 2 )d(r 2 ) A 9' done 
d+e'j = w'j(r 2 )dr 2 _ A 9' ou on a note 

rl = E *?• 

Ai+/^'>tr a/p' 

Comme la forme d(7"+) est fermee, 

dd+e'j = w](r 2 )d(r 2 ) A d{r\) A 0'. 

Comme la 77, — 1-forme d(r 2 ) A d+r 2 A 9 A 0' est homogene, on peut l'ecrire 

d(r 2 ) A d + r 2 A 9 A 9' = r 2 h{x)dx 1 A • • • A ds„_i 

ou la fonction h est lisse en dehors de l'origine et homogene de degre 0. Par homogeneite, \h\ et 
r\dh\ sont bornees. 
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II existe un point de H oil d(r 2 ) = 77 + 77'. En ce point, la n — 1-forme 8Ad(r 2 ) A {d(r 2 ) A #')+(p') 
est non nulle, done h n'est pas identiqucment nulle. On pose 



e = d(fh9). 



Comme e'j est a support compact, 
± J e A d+e'j 



[ fheAdd+e'j 
= I fw'^r 2 )hd{r 2 ) A d+r 2 A 9 A 6' 

JH 

i- r+oo 

= h 2 f(r)w"(r 2 )r 2 r n - 2 dr 

Js*-i Jo 

r+co 

= C f{r)w^{r 2 )r n dr 
Jo 

ou C > 0. On calcule, pour r > 0, 

Comme Uj est decroissante sur [1, oof, les deux termes de la somme sont de meme signe, done 

/+oo i r+co 

f(r)w'J(r 2 )r n dr\ > -J ra(r n - 1 )r- 3 u j (r n - 1 )r n dr 



+oo 



a(s)uj(s) ds 



= \ J^a(s) Uj {s)ds 

qui ne tend pas vers 0. L'integrale / f(r)w"(r 2 )r n dr tend vers 0, done / e A d + e'j ne tend pas 

Jo Jh 



vers 0. 

Comme e = hf(r)dr A 6 + fdh A 6, 



I LP 



< const. || f'{r) || 



Lp(H) 



r-\f(r) 



ILp(H) 



const 

f> + 00 



< 



r+oo 

•(/ \f'(r)\ p r n - 2 dr) 1 / p 
Jo 

r+oo 

+ / \r- 1 f{r)\ p r n - 2 dr) 1 l p 
Jo 

r+oo 

const.( / |r"- 1 a'(r"- 1 )| p r"- 2 rfr) 1 / p 
Jo 

r+oo 

+ / |a(r"- 1 )| p r"- 2 dr) 1/p 
Jo 

/•+0O /- + oo 

const. ( / |sa' 

Jo Jo 



est finie. 



Comme de' = 2uj(r n ~ 1 )dr A 0', 



/■+oo 

const. / |u J (r"- 1 )| p V™- 1 
Jo 

/•+00 

./ |^(5)Kd S 

Jo 



dr 



const 
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Comme dd+e' = w" (r 2 )d(r 2 ) A d+r 2 A 9', 



croit polynomialemcnt en j, d'apres le lemmc 20 
i ii 



+ 00 



\\ dd+e'j \\ Lp , < const.((/ ^u^- 1 )^' r n . x dr) 1 '*' 

Jo 



+ (/ |r n -V.(r"- 1 )|*'V 1 dr) 1 /*>') 



(i 



j 

+00 



const. (( / |s- 1/n - 1 M J (s)| p 'ds) 1/p ' 







+ ( / ^l^u'As^'dsflP') 



(I 



tend vers exponentiellement, d'apres le lemme 20 De la proposition 24 il resulte que T k ' p (G) ^ 
0. q.e.d. 

3.8 Torsion de l'espace hyperbolique reel 

Lorsqu'on s'interesse a un exposant p critique, on utilise le fait que la cohomologie LP de la 
droite reelle est non nulle, ainsi qu'une information plus fine sur la cohomologie LP de H , faisant 
jouer un role important a 1'operateur do- 

Proposition 28 Soit G = H x Q R un produit semi-direct. Soit p un exposant critique en degre 
k — 1. i.e. tel que Ag~ x 7^ 0. On suppose qu'il existe une k — 1-forme e fermee et LP sur LL et une 
suite e'j G ft"- fc -P' (H) telles que 

- e_ =0, e]_ =0, d_e^ =0; 

- f H e A e'j ne tend pas vers ; 

II e j Wr,p'' II e j + Hlp' e ^ II ^+ e j Hlp' tendent vers I'infini polynomialement en j ; 
II ^° e j "lp' ^ e vers exponentiellement en j. 
Alors H k > p (G) ^ 0. 

Preuve. Soient a et Uj des fonctions sur R qui sont nulles sur [0, +00 [ et coincident sur ] — 00, 0] 
avec celles construites en[20l 

On pose uj = a(t) dt A ir*e et uj'^ = Uj(t)n* e'j. Alors ui est fermee. Comme e_ = 0, il existe une 
constante strictement positive v telle que 

,0 

II w ||£ P(G) < const. / \a(t)\ p (e"*|| e+ \\ P LV{H) + \\ e Q \\ P LP(H) )dt, 

J — OO 

done uj <E L P (G). De meme, 

Ji C (G) < const, f h-(t)P>V|| 4 + 11^^ + II ej, \C {H) )dt 



—00 



tend vers +00 polynomialement. On calcule 

duj'j = u'j(t) dt A 7r*e^ + Uj(t)ir* de'j, 

et 

|| «J(t)dt A ^ 



< const. 



um p (^11 4 >+ c (ff )+ii ei.oi&w* 
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tend vers exponentiellement car || u'j \\ , et || u'j || tendent vers exponentiellement. De meme 
|| Uj (t)n*de> \C (G) 

M*)i*Vl d +e > \\i P , {H) + || d oej \C (H) )dt 

tendent vers exponentiellement. 



< const. 



tend vers exponentiellement car |j doe'j \\ LP , ct || Uj \\ L 



Enfin 







/ LJ A UJj = 


[ aU 3 [ 


1 G 


l-oo JH 



e A e' 



ne tend pas vers 0. On conclut avec le lemme 13 que w est non nulle dans H k ' p (G). q.e.d. 



Corollaire 29 Soit M = HH n Vespace hyperbolique reel de dimension n. Pour chaque 2 < k < 
n — 1, 

T k *(M)^0 O P=^— -■ 

k — 1 

Preuve. Le theoreme A s'applique et entraine que, pour tout p ^ ?Et> T k ' p (M) = 0. De plus, 
H k <P{M) = des que p < %Ej. 

Reciproquement, soit e une k — 1-forme fermee a support compact sur R n_1 , non nulle. Cela 
existe des que k > 2. Soit e'j = e' une n — fc-forme sur R™ -1 telle que J e A e' 7^ 0. Comme 
A fc -! = A^ 1 , A"- fe = A Q l - k ct A n " fe+1 = A'^ fe+1 , les conditions e_ = 0, e'_ = et d_e' = sont 
automatiquement satisfaites. De plus, d + e' = 0, done la proposition 28 s'applique, et H k ' p (M) ^ 0. 

Pour montrer que R k ' p (M) = 0, on utilise la dualite de Poincare, corollaire 14 En degre 

Ti 1 

n—k, l'exposant conjugue p' — = qn, —1, k' , est justement le cas limite d'application du 



k' 



theoreme A, done H n - k ^' (M) = 0. En particulier, R n ~ k,p ' (M) = 0, d'ou, par dualite, R k ' p (M) = 
0. On conclut que T k < p {M) ^ 0. q.e.d. 



3.9 Preuve du theoreme B 

Le cas de l'espace hyperbolique reel a fait l'obet du paragraphe|3.8 



Le groupe G„ n j s'obtient en faisant \± = ■ ■ ■ = A„_„ = 



-5, A 



1. On 



pose k — /i, il vient Wk-i = k—1, w n -i = k— l + (n — k)y/— S. Les exposants critiques en degre k— 1 
sont les nombres de la forme w n -i/X ou A est une somme de fc— 1 nombres parmi Ai, . . . , A n _ 1. Le 

plus petit est — 7 LJL _ L e g U i V ant est — > — - — - . On peut done appliquer la proposition 

W k -i W k ^ 2 + A„_ fe u) fe _i 
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et conclure que T k,p (G) ^ pour tout p dans Pintervalle 



W n -1 



W n -1 



' W k _ x ' W k - 2 + A„_ 



]q(n, S,k- 1),1 



1 + (n 



fc-2 



Si G^^r^s etait quasiisometrique a une variete riemannienne M simplcmcnt connexe, complete, a 
courbure sectionnelle negative (5'-pincee pour un 5' < 6 proche de (5, alors, pour q(n, 5, fi— 1) < p < 
q(n, 5' , /i— 1), T fJ -' p (G fJi , n ,s) mais le theoreme A donne que T fJ, ' p (M) = 0, e'est incompatible avec 
l'invariance sous quasiisomctrie de la cohomologie L p pour les espaces uniformement contractiles, 
voir |G2j . section 8. q.e.d. 

Exemple 30 Cas des espaces symetriques de rang un. 

La construction qui precede ne s'etend pas aux produits semi-directs G = x Q R ou est 
nilpotent non abelien. On l'explique sur l'exemple ou G est isomctriquc au plan H^,. Dans ce cas, 
H est le groupe d'Heisenberg de dimension 3. Son algebre de Lie % admet une base (X, Y, Z) ou 
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/I o\ 

Z = [X, Y] est central. Dans cette base, la matrice de la derivation a est 1 . Soient dx, 

\0 2/ 

dy, t = dz — xdy les elements de la base duale, vus comme formes invariantes a gauche sur H. Ce 
sont des vecteurs propres de a, pour les valeurs propres — 1, —1 et —2. Soit p un reel, | < p < 2. 
On s'interesse a la torsion en degre 2, T 2 ' P (G). Alors 2 < p' < 4, 1 < ^ < 2, done A +( y) est 
engendre par r, A__( p /) par dx et dy. 

Soit e'j une suite de fonctions sur H. Alors 

de$ = (Xe'j ) + ( Y e'j ) dy + ( Ze$ ) r 
rf+e^ = (ZeJ)r 
drf+e^ = d(Ze^) Ar + (Ze^)dr. 



En particulier, Ze^ = -dd+e'^X A Y). 
Par consequent, 



et J H eAd + e'j doit tendre vers en meme temps que || dd + fj \\ LP i. II n'existe done aucune donnee 
e, e' qui satisfasse aux hypotheses du lemme 
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De fait, T 2 *{CH 2 ) = pour § < p < 2, voir [P2] . 



References 

[Be] M. BERGER, Sur certaines varietes riemanniennes a courbure positive. C. R. Acad. Sci., 
Paris 247, 1165 - 1168 (1958). 

[BK] P. BUSER and H. KARCHER, Gromov's almost Hat manifolds. Asterisque 81, Soc. Math, 
de France, Paris (1981). 

[CE] J. CHEEGER, D. EBIN, Comparison theorems in Riemannian geometry. Amsterdam : North 
Holland (1975). 

[DX] H. DONNELLY, F. XAVIER, On the differential form spectrum for negatively curved ma- 
nifolds. Amer. J. Math. 108, 169 - 185 (1984). 

[G2] M. GROMOV, Asymptotic invariants of infinite groups. In "Geometric Group Theory" , ed. 
G. Niblo and M. Roller, Cambridge : Cambridge University Press, (1993). 

[GKS] V. GOLDSTEIN, V. KUZMINOV, I. SHVEDOV, The Kuenneth formula for L p cohomo- 
logies of warped products. Sib. Math. J. 32, No.5, 749 - 760 (1991) ; translation from Sib. Mat. 
Zh. 32, No.5(189), 29 - 42 (1991). 

[GT] V. GOLDSTEIN, M. TROYANOV, The L p '« cohomology of SOL. Ann. Fac. Sci. Toulouse 
7, 687- 689 (1998). 

[He] E. HEINTZE, On homogeneous manifolds of negative curvature. Math. Annalen 211, 23 — 
34 (1974). 

[Hz] L. HERNANDEZ LAMONEDA, Kahler manifolds and \-pinching. Duke Math. J. 62, 601 - 
611 (1991). 

[JY] J. JOST, S.T. YAU, Harmonic maps and superrigidity. Greene, Robert (ed.) et al., Differential 
geometry. Part 1 : Partial differential equations on manifolds. Proceedings of a summer research 
institute, held at the University of California, Los Angeles, CA, USA, July 8-28, 1990. Proc. 
Symp. Pure Math. 54, Part 1, 245 - 280 (1993). 

[KS] V. KUZMINOV, I. SHVEDOV, On compact solvability of the operator of exterior derivation. 
Sib. Math. J. 38, No.3, 492 - 506 (1997) ; translation from Sib. Mat. Zh. 38, No.3, 573 - 
590 (1997). 

[MSY] N. MOK, Y.T. SIU, S.K. YEUNG, Geometric superrigidity. Invent. Math. 113, 57 - 
83 (1993). 



23 



[PI] P. PANSU, Differential forms and connections adapted to contact structures, after M. Rumin. 
P. 183-196 in "Symplectic Geometry", D. Salamon ed., L.M.S. Lect. Notes Vol. 192, London : 
London Math. Soc. (1993). 

[P2] P. PANSU, Cohomologie LP , espaces homogenes et pincement. Texte disponible a la page 
http : / / www . math . u-psud . f r/7 7Epansu/liste-prepub . html depuis (1999) . 

[P3] P. PANSU, LP -cohomology and pinching. M. Burger, A. Iozzi (ed.), Rigidity in Dynamics and 
Geometry. Proc. Cambridge 2000. Springer Verlag, Berlin... 379 - 389 (2002). 

[V] M. VILLE, On ^-pinched 4-dimensional Riemannian manifolds of negative curvature. Ann. 
Global Anal. Geom. 3, 329 - 336 (1985). 

[YZ] S.T. YAU and F. ZHENG, Negatively ^-pinched Riemannian metric on a compact Kahler 
manifold. Invent. Math. 103 527- 535 (1991). 



Laboratoire de Mathcmatique d'Orsay 

UMR 8628 du C.N.R.S. 

Universite Paris-Sud 11 

Batiment 425 

91405 Orsay 

France 

Pierre . Pansu@math . u-psud . f r 

: / / www . math . u-psud . f r /~pansu 



24 



